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前前前 言言言

所谓数学分析(B2)，内容以多变量微积分、Fourier分析、一致性问题为主. 就与数

学分析(B1)课程相比较而言，复杂的证明少了很多，更多的是实质性的计算，而这要求计

算能力要过关，尤其是数学分析(B1)中单变量积分的计算要有扎实的功底，方能做到从小

处来说，能够从容应对课程考试；从大处来讲，今后的科研工作中用到的时候能更加娴熟.

第八章是空空空间间间解解解析析析几几几何何何. 它其实可以不放在数学分析这门课中，但它通常是高等数学

教材的重要组成部分，这部分内容对于多变量微积分的理解比较重要. 本章内容可以算是一

个引子，也可以说是教材中最简单的一部分. 不过它需要比较强的计算能力，题目通常运算

量很大，这就需要同学们耐心细致.

第九章是多多多变变变量量量函函函数数数的的的微微微分分分学学学. 从有限维欧式空间的基本拓扑性质开始讲起，直到微

分形式，它与单变量微积分有很多相似的地方，因此难度也相对不大. 真正对于其他学科

方向应用当中比较有用的是R3的各种微分情况，这是因为我们生活的这个世界表观上就

是R3的，我们有直觉来帮助我们理解R3上的微分学，这就是场论. 场论实际上起源于物

理，后来逐渐演变为了一个数学研究方向. 在数学研究的深入过程中，对于R3上的研究方法

加以推广，可以得到一般流形上的类似结果，这就是微分流形理论. 而至于最开始讲的欧式

空间拓扑性质是教材中最难的几个地方之一，当然对于非数学类要求不高.

第十章是多多多变变变量量量函函函数数数的的的重重重积积积分分分. 它与单变量积分是有很大区别的，尤其是积分区域，

从单变量我们熟悉的区间(一维连通集)变成了一个一般的区域，不过它们的来源是一样

的——Riemann积分. 在计算过程中，由于积分区域的复杂性，通常我们要通过画图像来缕

清变量间的关系，但是有很多时候很难作图，这就需要一些单变量中不曾有的技巧来处理.

这章是很重要的一章，既需要单变量积分的基本功，也需要对于重积分有很深的理解. 在以

后的理工科应用中，重积分的使用次数不会少于单积分，因此一定要重视本章的学习.

第十一章是曲曲曲线线线积积积分分分和和和曲曲曲面面面积积积分分分. 这章的内容来源于物理问题——电荷分布、水的流
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量等等. 经过数学家的探索，把它在闭合曲线(面)的计算化为高一维的重积分，并抽象出了

著名的Gauss散度定理、Stokes公式、Green公式. 这些定理揭示的正是高一维的重积分与低

一维的曲线(面)积分之间的关系，它们可以称为高维的Newton-Leibniz公式. 而上述提到的

场论就是本章最后的内容，场论的内容主要是梯度、散度、旋度，它们表面上看是微分的

过程，但是它们与积分有密不可分的联系，甚至可以用积分来定义. 事实上，在分析学中，

大多数的微分都是靠积分定义的，因为积分是更本质的东西，它只需要测度就够了.

第十二章是Fourier分分分析析析. 它是在物理等学科中应用很多的一块微积分知识.它起源于人

们想要使用三角函数组成的级数来逼近一个周期函数的问题. 而这里的Fourier变换可以使微

积分运算变得更为简便(例如Fourier变换可以变微分为乘法运算)，这也使解微分方程更加方

便. 通过查表，可以很方便地处理许多复杂的实际问题. 实际上，Fourier分析只是使用三角

函数来逼近，如果使用别的函数是否可以？很多是可以的，但是可能没有比较好的性质(比

如Paserval等式)，而在逼近序列满足特定条件(例如正交规范基)的时候才具有好的性质，这

就是现代调和分析的研究方向.

第十三章是广广广义义义积积积分分分和和和含含含参参参变变变量量量的的的积积积分分分. 这是这门课程最难的部分，尤其是涉及到一

致收敛性那里，比较容易混淆几种变量之间的关系. 这章介绍的一些方法可以处理一些普通

的单变量积分无法解决的问题. 最后一节Euler积分介绍的是在实际应用、简化运算中很常

用的两种函数——Γ函数和B函数.

本学期的课程与单变量最大的区别在于，很多问题的处理要在高维度上，这就需要涉

及很多对于矩阵的处理，需要同学们具有比较好的线性代数素养. 代数、分析、几何，它们

之间本就水乳交融，互相影响. 李尚志老先生有诗为证：

代数几何熔一炉，乾坤万物坐标书.

图形百态方程绘，变换有规矩阵筹.

星移斗转落银河，月印三潭伴碧波.

保短保长皆变换，能伸能屈是几何.

本讲义与上册不同，只是将习题课所涉及内容列出来. 涉及到参考书籍的时候，使用本

书后记的参考书目绿色代号指代(例如[3]指代常庚哲、史济怀《数学分析教程》(第三版)).

这本讲义中的讨论以及记号一切以教材为准，教材出现的不再赘述，仅对于教材未出现的

知识或题目进行一些补充. 然而能力所限，必有不少纰漏之处，望同学们指出.

本科15级 理科试验1班 基础数学专业 吴天

2018年3月 于合肥 中国科技大学
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P T 矩阵P的转置

P−1 矩阵P的逆

|P |, detP 矩阵P的行列式

rank P 矩阵P的秩

P(i,j) 矩阵P的(i, j)元

In n阶单位方阵∑
,
∏
,
⋃
,
⋂

大型运算符

Rd d维Euclid空间

AC 集合A的补集

A◦ 集合A的内部

A 集合A的闭包

A′ 集合A的导集

∂A 集合A的边界

a · b 向量的内积

a× b 向量的外积

∇, grad 梯度

∇·, div 散度

∇×, rot 旋度
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§1 解解解析析析几几几何何何简简简介介介

如果你认为这是高中接触过的内容，那就图样了.

§1.1 坐坐坐标标标变变变换换换公公公式式式

鉴于大家不久之后会学空间的坐标变换，直接理解可能会有些阻碍，因此我们先从二

维开始，并且利用平面的坐标变换来研究一般的二次曲线理论. 感兴趣的同学可以具体参

考[6]的4.1 4.3 5.1 5.2，不过本文中是以点的角度来考察，丘维声教授的书上是以坐标轴为

考察对象，因此二者的符号使用正好相反. 之所以我用点的角度考察，是因为这样更加直

观，并且避免出现坐标系之间的过渡矩阵等概念.

对于平面的坐标变换，我们只考虑平移、旋转. 其中平移是简单的，只要分别在横纵

坐标上加上一个数即可. 下面我们考察旋转，先从最简单的情况—— 一个点绕着原点的旋

转，而事实上，在允许使用平移的情况下，我们也只需考虑绕原点的旋转.

设点P (x, y)，考虑它绕着原点O逆时针旋转θ角得到P ′，则|OP ′| = |OP | =
√
x2 + y2.

定义r =
√
x2 + y2，设

#    »

OP与x 轴正方向夹角为ϕ，那么我们有
#    »

OP的极坐标表示：

 x = r cosϕ

y = r sinϕ
.

类似地，
#     »

OP ′的极坐标表示为： x′ = r cos(ϕ+ θ) = r(cosϕ cos θ − sinϕ sin θ) = x cos θ − y sin θ

y′ = r sin(ϕ+ θ) = r(sinϕ cos θ + cosϕ sin θ) = x sin θ + y cos θ
.

1



2 §1. 解析几何简介

而在通常情况下，我们在对一个曲线做旋转的时候，最后处理方程时如能得到(x, y)关

于(x′, y′)的关系更好：  x = x′ cos θ + y′ sin θ

y = −x′ sin θ + y′ cos θ
(1.1)

方程(1.1)叫做旋转公式.

注注注记记记 上述处理问题的手法，灵感来源于平面点与复数的对应. 实际上，平面点的直角坐标

对应于复数的分部形式；平面点的极坐标对应于复数的辐角形式.

若仅考察平移，那么P点经过沿(−x0,−y0)平移变为P ′点的方程(1.2)称为平移公式： x = x′ + x0

y = y′ + y0

(1.2)

结合式(1.1)和(1.2)，我们得到一般的坐标变换公式均可表示为： x = x′ cos θ + y′ sin θ + x0

y = −x′ sin θ + y′ cos θ + y0

很多时候，我们更愿意用矩阵形式来表达: x

y

 =

 x0

y0

+

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ

 x′

y′

 (1.3)

注注注记记记 在我们考虑的问题中，不会考虑手性改变以及非刚体的坐标变换..

例例例1.1 试考察分式线性函数y =
ax+ b

cx+ d
的图像.

提提提示示示 (
y − a

c

)(
x+

d

c

)
=
bc− ad
c2

.

练练练习习习 试做出分式线性函数y =
2x+ 3

x+ 4
的图像.

§1.2 平平平面面面二二二次次次曲曲曲线线线方方方程程程的的的化化化简简简

平面上二次曲线的一般方程是：

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0 (a2
11 + a2

12 + a2
22 > 0)



§1.3. 二次曲线的不变量 3

也可以写成矩阵式

(
x y 1

)
a11 a12 a1

a12 a22 a2

a1 a2 a0




x

y

1

 = 0 (1.4)

首先考察旋转，由式(1.1)，可知一次项不受影响，而在θ取恰当值的时候，可以将二次

交叉项消掉. 经过计算，在承认arc cot+∞ = 0 (即不旋转)的情况下：

θ = −1

2
arc cot

a11 − a22

2a12

.

之后通过配方，即可得到没有一次项的标准形式，从而可判断二次曲线的种类.

例例例1.2 研究二次曲线5x2 + 4xy + 2y2 − 24x− 12y + 18 = 0.

提提提示示示 tan θ可取为2，这条曲线是个椭圆！

例例例1.3 研究二次曲线4x2 + 8xy + 4y2 + 13x+ 3y + 4 = 0.

提提提示示示 tan θ可取为−1，这条曲线是个抛物线！

§1.3 二二二次次次曲曲曲线线线的的的不不不变变变量量量

我们考察在进行平移和旋转变换之后，有哪些量是不变的. 引入记号：

α =

 x

y

 , α′ =

 x′

y′

 , α0 =

 x0

y0

 , T =

 cos θ sin θ

− sin θ cos θ



I1 = a11 + a22, I2 =

∣∣∣∣∣∣ a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣∣∣ , I3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a1

a12 a22 a2

a1 a2 a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
定定定理理理1.1.1 在作坐标变换α = Tα′ + α0(即(1.3))之后，I1, I2, I3 均不变.

证证证明明明 规定在变换以后，方程的系数记号均带有′.

1. 直接计算：

a′11 = a11 cos2 θ − 2a12 sin θ cos θ + a22 sin2 θ

a′22 = a11 sin2 θ + 2a12 sin θ cos θ + a22 cos2 θ



4 §1. 解析几何简介

从而I ′1 = a′11 + a′22 = a11 + a22 = I1，这是显然的.

2. 利用矩阵分块理论，把(1.3)代入(1.4)得：

(
α′TT T + αT0 1

) A δ

δT a0

 Tα′ + α0

1



=
(
α′T 1

) T TAT T TAα0 + T T δ

αT0AT + δTT aT0Aα0 + 2δTα0 + a0

 α′

1



其中A =

 a11 a12

a12 a22

，δ =

 a1

a2

. 从而I ′2 = |T TAT | = |T T ||A||T | = |A| = I2.

3. 由定义知：I ′3 =

∣∣∣∣∣∣ T TAT T TAα0 + T T δ

αT0AT + δTT aT0Aα0 + 2δTα0 + a0

∣∣∣∣∣∣，但是注意到：
 T TAT T TAα0 + T T δ

αT0AT + δTT aT0Aα0 + 2δTα0 + a0



=

 I2 0

αT0 T 1

 T T 0

0 1

 A δ

δT a0

 T 0

0 1

 I2 T Tα0

0 1



所以I ′3 =

∣∣∣∣∣∣ I2 0

αT0 T 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ T

T 0

0 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ A δ

δT a0

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ T 0

0 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ I2 T Tα0

0 1

∣∣∣∣∣∣ = |T T |I3|T | = I3.

沿用上述记号，考察只在旋转情况，即α0 = 0的情况下，定义

K1 =

∣∣∣∣∣∣ a11 a1

a1 a0

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣ a22 a2

a2 a0

∣∣∣∣∣∣ .
则K ′1 = (a′11 + a′22)a0 − (a′21 + a′22 ) = I ′1a0 − δ′T δ′ = I1a0 − (Tδ)T (T T δ)

= I1a0 − δTTT T δ = I1a0 − δT δ = I1a0 − (a2
1 + a2

2) = K1.

但是在平移的情况下，K1并不一定是不变量，因此它被称为半不变量. 不过，

当I2 = I3 = 0的时候，K1便成为了不变量. 感兴趣的同学可以尝试证明或去查阅有关资料.

正是因为有了不变量，我们可以利用标准形式下的不变量与原方程的不变量相等的条件，

不需要进行坐标变换的复杂过程，从而直接通过原方程得知二次曲线的形状信息.



§1.4. 二次曲线分类理论 5

§1.4 二二二次次次曲曲曲线线线分分分类类类理理理论论论

有了上一节的不变量理论作为铺垫，我们推导系数与二次曲线种类的关系：

一、当I2 6= 0时，在消去二次交叉项之后的I2正是x
′2和y′2的系数之积，因此这种情况下两个

二次项均存在，从而可以继续通过对横纵坐标的平移使两个一次项退化. 因而在I2 6= 0情况

下，最终的标准方程为a′11x
′2 + a′22y

′2 + a′0 = 0. 此时有：I1 = a′11 + a′22, I2 = a′11a
′
22, I3 =

a′11a
′
22a
′
0，因而a

′
0 =

I3

I2

，且a′11和a
′
22是λ

2 − I1λ+ I2 = 0 的两根，这个方程被称为特征方程.

1. 当I2 > 0时，a′11与a
′
22同号，这种类型叫椭圆型.

(1)I1I3 > 0，说明a′11, a
′
22与a

′
0同号，此时二次曲线是空集.

(2)I1I3 < 0，说明a′11, a
′
22与a

′
0异号，此时二次曲线是椭圆(包括圆).

(3)I3 = 0，说明a′0 = 0，此时二次曲线退化为一点.

2. 当I2 < 0时，a′11与a
′
22异号，这种类型叫双曲型.

(1)I3 6= 0，二次曲线为双曲线.

(2)I3 = 0，二次曲线退化为两条相交直线.

二、当I2 = 0时，在消去二次交叉项之后的两个二次项必有一个退化，这种类型叫抛物型.

不妨设a′22 = 0(这样不妨设是因为可以通过旋转90◦的方式进行变换). 因此没有了y′2项，y′项

无法通过平移纵坐标来消掉. 最终的标准方程为a′11x
′2 + a′2y

′ + a′0 = 0(值得注意的是a′2可能

为0，所以a′0不一定可以通过平移纵坐标来消掉). 经过计算：I1 = a′11, I3 = −a′11a
′2
2 .

3. 当I2 = 0时：

(1)如果I3 6= 0，则y′项不退化，此时二次曲线是抛物线，可通过平移使a′0 = 0.

(2)如果I3 = 0，y′项退化. 此时K1 = a′11a
′
0.

(i)K1 > 0，说明a′11和a
′
0同号，二次曲线为空集.

(ii)K1 < 0，说明a′11和a
′
0异号，二次曲线退化为一对平行直线.

(iii)K1 = 0，说明a′0 = 0，二次曲线退化为一条直线(一对平行直线重合).

例例例1.4 考察x2 − 3xy + y2 + 10x− 10y + 21 = 0. 直接计算得：

I1 = 1 + 1 = 2, I2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1 −3

2

−3

2
1

∣∣∣∣∣∣∣ = −5

4
, I3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3

2
5

−3

2
1 −5

5 −5 21

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −5

4
.

由I2 < 0，I3 6= 0知这是双曲线. 解特征方程λ2 − 2λ− 5

4
= 0，得λ1 = −1

2
, λ =

5

2
.
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又由于
I3

I2

= 1，于是标准方程可以为
x2

2
− y2

2
5

= 1.

于是该双曲线的实半轴a =
√

2，虚半轴b =

√
2

5
=

√
10

5
.

注注注记记记 λ1和λ2可以交换位置，因为这相当于旋转90◦，依旧是标准方程.

例例例1.5 考察x2 + 4xy + 4y2 − 20x + 10y − 50 = 0. 直接计算得I1 = 5，I2 = 0. 因此这是抛物

型曲线. 又I3 = −625 6= 0，这是抛物线. 计算a′2：

a′2 =

√
−I3

I1

= 5
√

5

故这条抛物线的标准方程可以为：y′2 ± 2
√

5x′ = 0，焦参数p =
√

5.

例例例1.6 按参数λ的值讨论λx2 − 2xy + λy2 − 2x+ 2y + 5 = 0 的类型.

解解解 I1 = 2λ，I2 = (λ− 1)(λ+ 1)，I3 = (5λ+ 3)(λ− 1)，K1 = 2(5λ− 1).

(1)当|λ| > 1时，I2 > 0，属椭圆型.

(i)当λ > 1时，I1 > 0，I3 > 0，因此是空集.

(ii)当λ < −1时，I1 < 0，I3 > 0，因此是椭圆.

(2)当|λ| < 1时，I2 < 0，属双曲型.

(i)当−1 < λ < 1且λ 6= −3

5
时，I3 6= 0，因此是双曲线.

(ii)当λ = −3

5
时，I3 = 0，因此是一对相交直线.

(3)当|λ| = 1时，I2 = 0，属抛物型.

(i)当λ = 1，I3 = 0，K1 = 8 > 0，因此是空集.

(ii)当λ = −1时，I3 6= 0，因此是抛物线.

§1.5 空空空间间间上上上的的的平平平面面面、、、直直直线线线

这节所需掌握内容以教材为主，主要通过作业题给出一些例子. 问题都在R3上考虑.

例例例1.7 若a · b = 0，则是否成立a = 0或b = 0？

提提提示示示 不可直接说a⊥b，因为这包含a = 0或b = 0的情况，无法反驳本题结论. 需要举出具

体例子. 反例：a = (1, 0, 0)，b = (0, 1, 0).

例例例1.8 已知向量a和b的夹角θ =
2π

3
，又|a | = 1，|b| = 2，试计算|(a + 3b)× (3a − b)|2.

解解解 利用外积的分配律和反对称性，原式=|10a × b|2 = 100|a |2|b|2 sin2 2π

3
= 300.

例例例1.9 计算顶点为A(2,−1, 1)，B(5, 5, 4)，C(3, 2,−1)，D(4, 1, 3)的四面体的体积.
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解解解
#    »

AB = (3, 6, 3)，
#    »

AC = (1, 3,−2)，
#    »

AD = (2, 2, 2). 则体积V =
1

6

∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 6 3

1 3 −2

2 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣ = 3.

注注注记记记 计算的过程中要注意是四面体还是平行六面体；利用这种办法可以判断四点是否共

面，即如果计算得上述行列式为0，则四点共面.

例例例1.10 试求通过点M1(2,−1, 3)和M2(3, 1, 2)且平行于向量v = (3,−1, 4)的平面方程.

解解解 设平面的法向量为n，则v⊥n且n⊥ #           »

M1M2，其中
#           »

M1M2 = (1, 2,−1).

计算
#           »

M1M2 × v = (7,−7,−7). 因此不妨取n = (1,−1,−1)，从而设平面方程为x − y −

z + λ = 0. 代入M1(2,−1, 3)得：λ = 0. 因此所求平面方程为x− y − z = 0.

注注注记记记 解析几何题目很多都可以在做完之后可以代入所有条件检查.

例例例1.11 求通过点M(3,−1, 1)且同时垂直于两个平面2x− z + 1 = 0和y = 0的平面方程.

解解解 设两个平面的法向量分别为n1 = (2, 0,−1)和n2 = (0, 1, 0).

所求平面的法向量n可取为n1 × n2 = (1, 0, 2)，进而平面方程为x+ 2z + λ = 0.

代入M(3,−1, 1)，得λ = −5. 因此所求平面方程x+ 2z − 5 = 0.

例例例1.12 计算点M(2,−1,−1)到平面16x− 12y + 15z − 4 = 0的距离d.

解解解 d =
|16× 2− 12× (−1) + 15× (−1)− 4|√

162 + 122 + 152
= 1.

例例例1.13两平行平面3x+ 6y−2z−7 = 0和3x+ 6y−2z+ 14 = 0的距离d =
| − 7− 14|√
32 + 62 + 22

= 3.

例例例1.14 求过点M(0, 2, 4)且与两平面x+ 2z = 1，y − 3z = 2平行的直线方程.

解解解 经过分析，该直线必定同时落在两个分别与已知平面平行的平面上. 因此不妨设直线方

程为： l :

 x+ 2z = λ

y − 3z = µ
. 代入M(0, 2, 4)，得：λ = 8，µ = −10.

例例例1.15 求过点M(2,−3, 4)且和z轴垂直并相交的直线方程.

解解解 考察过M且与z轴垂直的平面z = 4与z轴交点为P (0, 0, 4). 故所求直线为M，P所在直线.

取方向向量为
#     »

PM = (2,−3, 0)，又直线过点P，知直线方程l :
x

2
=

y

−3
=
z − 4

0
.

由于本章不是考试内容(从往年的经验来说)，本节和下一节的题目仅仅是部分作业题，

而这些题目涉及的知识点已经足够为后期做准备了. 当然，对于空间解析几何感兴趣的同学

可以再自己找一些题目.

§1.6 二二二次次次曲曲曲面面面

例例例1.16
x2

4
+
y2

9
+
z2

9
= 1是由Oxy平面上的椭圆

x2

4
+
y2

9
= 1绕x轴旋转得到，当然也可以认
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为由Oxz平面上的椭圆
x2

4
+
z2

9
= 1绕x轴旋转得到. 关于绕某个坐标轴旋转的一个技巧是固

定该变量(例如本题的x)，把剩下的变量(例如第一种说法的y)置换为两个变量的形式(例如

本题为±
√
y2 + z2). 由此可见

x2

9
+
y2

16
− z2

9
= 1不是旋转曲面.

例例例1.17 一动点P (x, y, z)到原点的距离等于它到平面z = 4的距离，试求此动点P的轨迹，并

判定它是什么曲面.

解解解 由题意，x2 + y2 + z2 = |z − 4|2，即z = 2− x2 + y2

8
，这是一个椭圆抛物面.

注注注记记记 请大家回忆高中时学习的抛物线的定义，与本题所给条件有何类似之处.

下面给出一个比较难的例子，结束本章的讨论.

例例例1.18 求Oyz平面上的直线y − 2z + 1 = 0绕Oyz平面上的直线y = z旋转所得曲面的方程.

解解解 设l0 = {y = z}
⋂
{x = 0}，l = {y − 2z + 1 = 0}

⋂
{x = 0}，P (x, y, z)是旋转曲面上的

点，M(0, 1, 1) = l0
⋂
l. 下面从两个不同的角度给出两种解法.

法法法一一一 易知，
#     »

MP与l0夹角等于l与l0夹角. 设l 0 = (0, 1, 1)，l = (0, 2, 1)分别为l0和l的方向向

量，则
| #     »

MP · l 0|
| #     »

MP |
=
|l · l 0|
|l |

=
3√
5

. 代入
#     »

MP = (x, y − 1, z − 1)，得：

|y + z − 2|2 =
9

5

(
x2 + (y − 1)2 + (z − 1)2

)
化简，得：9x2 + 4y2 + 4z2 − 10yz + 2y + 2z − 2 = 0. 这是一个圆锥面.

法法法二二二 考虑将曲线旋转为相当于是绕z轴旋转的. 考察在Oyz平面逆时针旋转
π

4
：


x

y

z

 =


1 0 0

0

√
2

2

√
2

2

0 −
√

2

2

√
2

2




x′

y′

z′

 ,


x′

y′

z′

 =


1 0 0

0

√
2

2
−
√

2

2

0

√
2

2

√
2

2




x

y

z

 (∗)

则l′0 = {y′ = 0}
⋂
{x′ = 0}为z轴，l′ = {3y′ − z′ +

√
2 = 0}

⋂
{x = 0}. l′绕着z轴旋转得

到：±3
√
x′2 + y′2 − z′ +

√
2 = 0，即9x′2 + 9y′2 − z′2 + 2

√
2z′ − 2 = 0. 代入(∗)，有：

9x2 + 9(

√
2

2
y −
√

2

2
z)2 − (

√
2

2
y +

√
2

2
z)2 + 2

√
2(

√
2

2
y +

√
2

2
z)− 2 = 0.

化简，得：9x2 + 4y2 + 4z2 − 10yz + 2y + 2z − 2 = 0.



§2 Euclid空空空间间间与与与度度度量量量拓拓拓扑扑扑

印刷体：a；手写体： #»a . 为什么有这种区分. . . . . .因为你把a怎么描都描不成黑体的.

§2.1 有有有限限限维维维Euclid空空空间间间

定义集合Rd = {x = (x1, x2, ..., xd) : xi ∈ R, 1 6 i 6 d}，它叫做d维Euclid空间. 通过定

义其中点(向量)的加法和数乘，可以确定一个线性空间，因此也被称作一个d维向量空间.

定定定理理理2.1.1 定义内积：x · y =
d∑
i=1

xiyi ∈ R，它满足：

(1)(正定性) x · x > 0，当且仅当x = 0取等；

(2)(对称性) x · y = y · x；

(3)(线性性) (λx + µy) · z = λx · z + µy · z (λ, µ ∈ R).

即这个内积诱导出了一个实内积空间(Rd, ·).

进一步地，内积空间通过定义|x | =
√
x · x给出了x的模. 这个模诱导的度量ρ(x ,y) =

|x − y |就是我们熟知的Euclid度量(距离).

定定定理理理2.1.2 Rd作为内积空间诱导出的这个模|x |是个范数，即满足：

(1)(正定性) |x | = 0⇔ x = 0；

(2)(齐次性) |λx | = |λ||x | (λ ∈ R)；

(3)(三角不等式) |x + y | 6 |x |+ |y |.

因此(Rd, | · |)是赋范线性空间.

定定定理理理2.1.3 向量的夹角< x ,y >= arccos
x · y
|x ||y |

(|x ||y | 6= 0)是良定的.

证证证明明明 由Cauchy-Schwarz不等式立得
x · y
|x ||y |

∈ [−1, 1].

规定x · y = 0表示x与y正交. 如果∃c ∈ R，使得x = cy或y = cx，称x与y共线. 显

然，零向量0与任何向量正交，也与任何向量共线. 非0向量的共线，夹角一定是0或π. 我们

称夹角为0 的两个向量为同向的，夹角为π的两个向量为反向的.

9
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取e i为第i个分量为1，其余分量为0的向量，则{e i}di=1之间两两正交，这种向量组被称

为正交向量组. 除此以外，它还满足每个向量都是单位向量，我们称这个向量组是规范的.

更进一步，对于任意x ∈ Rd，均可以用上述向量组线性表示，这个向量组被称为Rn的一

组基. 综合这三条，我们称{e i}ni=1 为Rd的一组正交规范基. 藉此，我们定义

e i · ej = δij =

 1, i = j

0, i 6= j

其中的δ是关于i和j的二元函数，我们称δij为Kronecker符号.

当然，除了Euclid度量以外，我们还可以定义其他度量. 定义x的p-范数：

||x ||p = p

√√√√ d∑
i=1

|xi|p (1 6 p <∞)，||x ||∞ = sup
16i6d

|xi|

特别地，2-范数|| · ||2 = | · |为Euclid范数. 下面介绍若干与之有关的不等式.

定定定理理理2.1.4 (Hölder不不不等等等式式式)设p > 1，
1

p
+

1

q
= 1，则对∀x ,y ∈ Rd，有：|x · y | 6 ||x ||p||y ||q.

注注注记记记 (1)上述结论等价于一个看似更强的结论：
d∑
i=1

|xiyi| 6 p

√√√√ d∑
i=1

|xi|p q

√√√√ d∑
i=1

|yi|q；

(2)如果p = 1，则该结论对于q =∞的成立是显然的；

(3)当p = 2时，Hölder不等式退化为Cauchy-Schwarz不等式；

(4)仅当|x ||y | = 0或∃c1, c2 > 0，使得c1|xi|p = c2|yi|q(1 6 i 6 n) 时取等.

证证证明明明 方法较多，可以参考[3]上册306页例8.

定定定理理理2.1.5 (Minkowski不不不等等等式式式)||x + y ||p 6 ||x ||p + ||y ||p (1 6 p 6∞).

注注注记记记 (1)它其实是Banach空间lp中的三角不等式；

(2)不等式取等当且仅当|x ||y | = 0或x与y同向.

证证证明明明 需要对p进行分情况讨论，第一种情况下设
1

p
+

1

q
= 1：

1. 1 < p <∞时，||x + y ||pp =
d∑
i=1

|xi + yi|p 6
d∑
i=1

|xi||xi + yi|p−1 +
d∑
i=1

|yi||xi + yi|p−1

6
(( d∑

i=1

|xi|p
) 1

p +
( d∑
i=1

|yi|p
) 1

p

)( d∑
i=1

|xi + yi|q(p−1)
) 1

q
= (||x ||p + ||y ||p)||x + y ||

p
q
p

∴ ||x + y ||p = ||x + y ||
p− p

q
p 6 (||x ||p + ||y ||p)
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这其中第一个不等号在xiyi >时取等；第二个不等号在|xi|p, |yi|p, |xi + yi|q(p−1)对应成比例

或|x ||y | = 0的情况下取等，结合第一个不等号取等条件，这等价于|x ||y | = 0或x与y同向.

2. p = 1时，||x + y ||1 =
d∑
i=1

|xi + yi| 6
d∑
i=1

(
|xi|+ |yi|

)
= ||x ||1 + ||y ||1.

这个不等式当且仅当|x ||y | = 0或x与y同向时取等是显然的.

3. p =∞时，||x + y ||∞ = sup
16i6d

|xi + yi| 6 sup
16i6d

|xi|+ sup
16i6d

|yi| = ||x ||∞ + ||y ||∞.

这个不等式当且仅当|x ||y | = 0或x与y同向时取等也是显然的.

§2.2 度度度量量量拓拓拓扑扑扑的的的基基基本本本性性性质质质

之所以称开集、闭集、连通等概念为拓扑性质，是因为这些都是由开集导出，而

有限维Euclid空间中的开集全体组成的集合族正是其上的度量拓扑. 我们规定记号：开

球Br(x ) = {y : |x − y | < r}，去心开球B̂r(x ) = {y : 0 < |x − y | < r}. 下面介绍一些度量

拓扑的最基本结论.

定定定理理理2.2.1 Rd和∅是既是开集，也是闭集.

引引引理理理2.2.2 (De Morgan对偶原理)设Λ ⊂ 2Rd
，则

( ⋂
E∈Λ

E
)C

=
⋃
E∈Λ

EC，
( ⋃
E∈Λ

E
)C

=
⋂
E∈Λ

EC .

定定定理理理2.2.3 若干个开集的并是开集，有限个开集的交是开集.

定定定理理理2.2.4 若干个闭集的交是闭集，有限个闭集的并是闭集.

定定定理理理2.2.5 有限点集一定是闭集.

定定定义义义2.2.6 集合E的所有聚点组成的集合E ′称为E的导集，E = E
⋃
E ′被称为E 的闭包.

定定定理理理2.2.7 E是开集⇔ E◦ = E；F是闭集⇔ F = F .

定定定理理理2.2.8 F是闭集⇔ E中的任何收敛点列的极限必定落在F中.

定定定理理理2.2.9 E◦一定是开集；∂E、E ′和E一定是闭集.

定定定理理理2.2.10 E◦是含于E的最大开集；E是包含E的最小闭集.

定定定理理理2.2.11 ∂E
⋃
E = E，即∂E = E

⋂
(E◦)C .

证证证明明明 它们的证明建议作为练习，部分证明可以参考[3].

例例例2.1 Q在R 中稠密，因此Q = R；QC在R中稠密，因此Q◦ = ∅.

例例例2.2 设P : R2 → R是投影算子，即P (x, y) = x. 设E 是R2的开集，求证：P (E)是R的开

集. 并请举反例：F是R2的闭集，但P (F )不是R的闭集.
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提提提示示示 开集的证明利用定义即可. 闭集的反例考察一条渐进的曲线图像.

定定定理理理2.2.12 设f : Rd1 → Rd2为连续映射，则f在Rd2中开集的原像是开集.

注注注记记记 这在一般的拓扑空间中经常被用做连续的定义.

练练练习习习 一般情况下，∂E与E ′之间是否有包含关系？试举例说明.

§2.3 连连连通通通与与与道道道路路路连连连通通通

在教材中，给出的关于任意两点均存在连续曲线连接之的定义是道路连通，下面给出

更一般的连通的概念：

定定定义义义2.3.1 称E ⊂ Rd为连通集，是指对任意关于E 的分解E = A
⋃
B，A,B不交且非空，便

可使得A
⋂
B′ 6= ∅或A′

⋂
B 6= ∅成立.

定定定理理理2.3.2 开集E是连通集当且仅当E不能分解为两个非空不交的开集之并.

证证证明明明 参考[3]上册332页定理8.5.1.

上述定义及定理虽然表述抽象，但是从数学的角度给出了关于连通的一个合理描述. 通

过从这个定义出发，我们还能得到更多的结论.

定定定理理理2.3.3 在R上，一个集合连通当且仅当它是区间.

证证证明明明 参考[3]上册333页定理8.5.2.

这里的一个核心问题是探讨连通和道路连通的关系，事实上，道路连通是更强的条件.

定定定理理理2.3.4 道路连通集一定是连通集.

证证证明明明 参考[3]上册334页定理8.5.3.

定定定理理理2.3.5 如果E是连通集，则E也是连通集.

证证证明明明 假设∃A,B为非空不交集合，满足E = A
⋃
B，A′

⋂
B = ∅且A

⋂
B′ = ∅.

令A0 = A
⋂
E，B0 = B

⋂
E，则E = A0

⋃
B0，且A0与B0不交，且A

′⋂B = ∅，得

到：A′
⋂
B0 = ∅，又A′0 ⊂ A′，故A′0

⋂
B0 = ∅，同理A0

⋂
B′0 = ∅.

由于E是连通集，这迫使A0 = ∅或B0 = ∅. 不妨设A0 = ∅，则A ⊂ E\E ⊂ E ′.

另一方面，E ⊂ B，故E ′ ⊂ B′，所以A ⊂ B′与A
⋂
B′ = ∅且A 6= ∅矛盾！

对于定理2.3.4的逆命题，我们存在反例：连通集不是道路连通集.

例例例2.1 设E = {(x, y) : y = sin
1

x
, 0 < x 6 1}. 则E是连通集，但不是道路连通的.

证证证明明明 依据定义，请大家作为练习.

定定定义义义2.3.6 我们称连通开集为区域；我们称连通闭集为闭区域.

引引引理理理2.3.7 在Rd中，开球一定是道路连通的，从而是区域.
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证证证明明明 参考[3]上册334页例1.

引引引理理理2.3.8 Rd中既是开集又是闭集的集合只有∅和Rd.

证证证明明明 设非空集合A既是开集又是闭集，且A 6= Rd，则AC也是开集且非空，Rd = A
⋃
AC，

这说明Rd不连通. 而Rd是道路连通集是显然的，因此得到矛盾！

下面我们能够证明：对于开集而言，连通和道路连通是等价的.

定定定理理理2.3.9 区域一定是道路连通集.

证证证明明明 设E是区域. 对∀x ∈ E，取A(x )为所有E 中与x道路连通的点组成的集合.

只需证E\A(x ) = ∅：由于x ∈ A(x )，故E\A(x ) 6= Rd.

由引理2.3.7知A(x )为开集，从而E\A(x )是闭集. 下面假设E\A(x ) 不是开集：

∃x 0 ∈ E\A(x ), r > 0，s.t. Br(x 0) ⊂ E且Br(x 0) * E\A(x )，即Br(x 0)
⋂
A(x ) 6= ∅.

取x ′ ∈ Br(x 0)
⋂
A(x )，则存在x到x ′和x ′到x 0的连续曲线，从而x 0 ∈ A(x )，矛盾！

因此E\A(x )既是开集又是闭集，故由引理2.3.8，E\A(x ) = ∅.

练练练习习习 试证明高维的介值定理：设Ω ⊂ Rd是连通集， f ∈ C(Ω)，则f(Ω)为区间.

§2.4 点点点列列列收收收敛敛敛与与与实实实数数数公公公理理理

通过上一节对有限维Euclid空间是内积空间的探讨，我们得到了Euclid度量：ρ(x ,y) =

|x − y |. 由这个定义结合定理2.1.2，立刻得到Euclid度量满足正定性、对称性和三角不等式.

有了度量，自然就可以定义邻域、有界、极限等概念. 自然地，我们可以把大多数单变量的

极限理论移植过来，除非是涉及在高维Euclid空间中一些与一维无法对应的概念，例如一维

中的函数单调性. 下面我们就探索在单变量当中存在的几条实数公理是否依旧适用.

引引引理理理2.4.1 有限维Euclid空间中的点列收敛等价于依分量收敛.

证证证明明明 记xn的第i个分量为x
(n)
i .我们有显然的不等式：||xn||∞ 6 |xn| 6 ||xn||1.

(必要性)已知x → 0 (n→∞)，由不等式左侧知||xn||∞ = sup
16i6d

|x(n)
i | → 0 (n→∞).

(充分性)已知x
(n)
i → 0 (n→∞,∀i)，则||xn||1 → 0 (n→ 0)，由不等式右侧，xn → 0.

对于极限是a的情况，考察{xn − a}并应用上述结论即可.

利用上述引理可以得到下述三条实数公理论的等价定理，它们的证明请参考[3]上

册320-321页的定理8.2.3、8.2.4以及327 页定理8.3.7.

定定定理理理2.4.2 Rd中的Cauchy列一定是收敛列.

注注注记记记 这条定理说明(Rd, ·)是Hilbert空间，(Rd, | · |)是Banach空间.

定定定理理理2.4.3 (Bolzano-Weierstrass)任意有界点列必有收敛子列.
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定定定理理理2.4.4 (闭闭闭集集集套套套定定定理理理)设{Fn}∞n=1为闭集列，且Fn随n单调递减. 若 lim
n→∞

diam(Fn) = 0，其

中

diam(A) := sup
x ,y∈A

|x − y | (A ⊂ Rd)，

则
∞⋂
n=1

Fn是独点集.

下面引入列紧性和紧性等概念.

定定定义义义2.4.5 若集合E中任意点列都有收敛子列，称E是列紧集；如果进一步要求任意点列都

有收敛到E中一点的子列，称E是自列紧集.

定定定义义义2.4.6 如果对于任意的H是E的一个开覆盖，都可以从H中选出有限子覆盖，称E是一

个紧集. 更多地，我们称E是紧的.

注注注记记记 紧性实际是一种化无穷为有限的有力工具.

在单变量中，我们给出过有限覆盖定理(参考[7]附录A). 现在加以推广：

定定定理理理2.4.7 有限维Euclid空间中，有界闭集、自列紧集、紧集相互等价.

证证证明明明 证明冗长，感兴趣的同学参考[3]上册329页定理8.4.1和定理8.4.2.

为了更好地理解列紧性，给出一个例子作为练习：

例例例2.2 定义：若E的每一个无限子集在E中有聚点，则称E是Fréchet紧的.

求证：Fréchet紧等价于列紧.

定定定理理理2.4.8 紧集上的连续函数是有界且一致连续的.



§3 多多多变变变量量量函函函数数数的的的连连连续续续性性性与与与微微微分分分学学学

常值函数和指数函数ex走在街上，远远看到了微分算子. 常值函数吓得慌

忙躲藏，说：“被它微分一下，我就什么都没有了.” 指数函数不慌不忙道：“它

可不能把我怎么样，我可是ex！”指数函数与微分算子相遇. 指数函数自我介绍

道：“你好，我是ex.” 微分算子道：“你好，我是
∂

∂y
！”

§3.1 极极极坐坐坐标标标与与与极极极限限限计计计算算算

我们先以二维的情况为例，考察原点处的极限过程，极坐标变换：

 x = r cos θ

y = r sin θ
.

lim
x→0
y→0

f(x, y) = lim
r→0+

f(r cos θ, r sin θ)

其中右式的结果如果(对θ)是一致收敛于常数的，则所求极限存在且为右侧收敛的常数.

对于一般情况(x → x0, y → y0)，只需做平移即可化为上述情况. 如果x → ∞，则通过

反演变换x替换为
1

x
即可化为x→ 0的情况. 值得注意的是，如果是单侧极限(例如x→ 0+)，

我们需要特别考察θ的取值范围，忽略这点经常会对结果造成影响.

在实际计算极限中，我们通常先利用我们已有的手段(比如Taylor展开、L’Hospital法

则)把极限化为比较简单的形式之后，再利用上述办法，下面举几个例子.

例例例3.1 lim
x→0
y→0

xy√
x+ y + 1− 1

= lim
x→0
y→0

2xy

x+ y
= lim

r→0+

r sin 2θ

cos θ + sin θ
.

这并不是(对θ)一致收敛的，因此极限不存在.

例例例3.2 lim
x→0
y→0

xy

|x|+ |y|
= lim

r→0+

r sin 2θ

| cos θ|+ | sin θ|
.

其中
r| sin 2θ|

| cos θ|+ | sin θ|
6 r，因此上式一致收敛于0，故所求极限即为0.

15



16 §3. 多变量函数的连续性与微分学

例例例3.3 lim
x→0
y→0

x6y8

(x2 + y4)5
= lim

r→0+

cos6 θ sin8 θ

(cos2 θ + r2 sin4 θ)5
r4. 其中r > 0时，有

| cos6 θ sin8 θ|
| cos2 θ + r2 sin4 θ|5

r4 6


| cos5 θ| sin6 θ

2
r3 6

1

2
r3 , sin θ cos θ 6= 0

0 6
1

2
r3 , sin θ cos θ = 0

故 lim
r→0+

cos6 θ sin8 θ

(cos2 θ + r2 sin4 θ)5
r4一致趋于0，所求极限即为0.

注注注记记记 传统的直接放缩的办法也适用于这些题目，但是极坐标的优势是能够清晰地分割出无

穷小部分(r)和方向部分(θ)，更有利于我们选择恰当的放缩方式. 而分不同方向趋近得到不

同极限的办法来证明极限不存在对于复杂的题目可能比较难以观察取哪个分支较好. 因此，

这种方法无疑在处理这类比较复杂的有理函数极限的问题中有着较大的优势，但是同时对

同学们不等式放缩于估计的能力要求较高. 当然，一些形式较为简单的题目可以直接放缩并

利用夹逼原理求解，这就需要同学们会灵活处理多变量极限问题.

下面介绍n维的极坐标公式. 事实上，n元函数的极限很少出现，并且即使出现，由于

其复杂程度也很难通过极坐标的方法进行估计. 但是高维的极坐标公式在将来涉及到n重积

分的极坐标换元问题中有所应用.

置θn =
π

2
. 则极坐标换元公式可统一表为：

xi = r
n−i∏
k=1

cos θk · sin θn−i+1 (1 6 i 6 n).

§3.2 多多多变变变量量量函函函数数数的的的可可可微微微性性性

例例例3.4 已知f(x, y) ∈ C(R2)，f(0, 0) = 0，且存在U为(0,0) 的一个开邻域，s.t. f ∈ C1(U).

证明：∃g(x, y), h(x, y) ∈ C(U)，s.t. f(x, y) = xg(x, y) + yh(x, y).

证证证明明明 置g(x, y) =
f(x, y)− f(0, y)

x
，h(x, y) =

f(0, y)

y
.

例例例3.5 求f(x, y) =


(x2 + y2)α sin

1

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)
在(0, 0)可微的充要条件.

答答答案案案 α >
1

2
.

下面给出几种条件之间的强弱关系：
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定定定理理理3.2.1 函数连续

各偏导数连续
(连续可微)

+3函数可微

2:

"*

/
各方向导
数存在

KS

证证证明明明 三个箭头的证明请参考[3]上册358页定理9.2.3和360页定理9.2.4.

考察例3.5中α = 1的情况，f是可微的，但是两个偏导数在(0,0)处都不连续，这给出了

最左侧箭头反过来的反例；考察f(x, y) =

 0, (x, y) = (0, 0)或x 6= y2

1, (x, y) 6= (0, 0)且x = y2
，它在(0,0)处任意

方向导数存在，但是在(0,0)处并不连续.

§3.3 换换换元元元与与与隐隐隐函函函数数数求求求导导导

在多变量微分学中，换元和隐函数求导是比较难的一块. 换元的麻烦在于要弄清各个变

量之间的依赖关系，隐函数求导可以选择公式法，也可以灵活地具体问题具体分析.

例例例3.6 计算J(x,y)(u, v)，其中

 x = eu + u sin v

y = eu − u cos v
.

解解解 J(x,y)(u, v) = J−1
(u,v)(x, y) =

1

u(eu sin v − eu cos v + 1)

 u sin v −u cos v

−eu + cos v eu + sin v

.

例例例3.7 函数u = u(x, y)由方程组u = f(x, y, z, t)，g(y, z, t) = 0，h(z, t) = 0定义，求
∂u

∂x
和
∂u

∂y
.

注注注记记记 我们以后总是用 y // x表示y是x的函数.

解解解

x

经过分析，几个变量之间的关系为： u

66

''
z // t // y

在g(y, z, t) = 0和h(z, t) = 0两边分别对y求偏导，有：


g′1 + g′2

∂z

∂y
+ g′3

∂t

∂y
= 0

h′1
∂z

∂y
+ h′2

∂t

∂y
= 0

，故


∂z

∂y
∂t

∂y

 =

 g′2 g′3

h′1 h′2

−1 −g′1
0

 =
1

g′2h
′
2 − g′3h′1

 −g′1h′2
g′1h

′
1

 .
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∴
∂u

∂x
= f ′1，

∂u

∂y
= u′2 + u′3

∂z

∂y
+ u′4

∂t

∂y
= f ′2 +

g′1
g′2h

′
2 − g′3h′1

(f ′4h
′
1 − f ′3h′2).

练练练习习习设u = f(z)，z = x+yϕ(z)为x, y的隐函数. 证明Lagrange公式：
∂nu

∂yn
=

∂n−1

∂xn−1

{
[ϕ(z)]n

∂u

∂x

}
.

例例例3.8 设u = xyzex+y+z，求
∂p+q+ru

∂xp∂yq∂zr
.

解解解 u = xexyeyzez是可分离的，直接计算得：
∂p+q+ru

∂xp∂yq∂zr
= (x+ p)(y + q)(z + r)ex+y+z.

下面介绍一种很常用的微分算子——Laplace算子“∆n”，其中n是它的维数，在不引起

混淆的时候我们一般忽略不写. 它的定义是：∆ = ∇2 =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

.
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